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Dans ce qui suit je fais un nombre de remarques dans lesquelles la
notion d 'ordre sur des corps et des espaces vectoriels est centrale. Le but
pnncipal est de signa ler un domaine encore ouvert de recherches.
§ I . Corps et esp aces vectoriels ordonnes
1.1. Dans le livr e classique "Lattice theory" de G, BIRKHOFF [1] on
trouve l'information suivante (Chap. XV) : "Vecto r lattices over ordered
fields other than the real field may also be studied". Pour cela il se refere
a des travaux de l'auteur de cet article sur les espaces vectoriels normes
non-arohimediens, Cependa nt, cette remarque est en defaut pour autant
qu 'il s' agit des articles cit es : dan s ces articles il n 'est pas que stion de la
noti on d'ordre sur un corps ou sur un espace veetoriel. Dans ces articles
-et dans quelques autres publics plus tard - il s'agit de l'analyse dans un
espace lineaire sur un corps value non-archimedien et, plus specialcment,
dans les espaces sur un tel corps dont la nor me est non -ar ohimedienne,
c'est a dire veri fie I'inegallte IIx+yll < max (11;tll, Ilyll). Cela n 'a rien a faire
avec la notion d'ordre, par contre, c'est une analyse sans aucun usage
d'un ordre ou tout se reduit a Ia notion de norme. Pour autant qu e je
sais, le dom aine des espaces vectoriels ordonnes sur des corps, differents
du corps des nombres reels, est entierement ouvert, a l'oppose de la theorie
des espaces vectoriels sur les nombres reels, dont il existe une Iit t era ture
te llement etendue que je ne peux pas la mentionncr ici. Il me semble
que la theorie des espaces vector iels sur un corps or- R sera plus difficile.
Je fais quelques remarques.
D'apres un theoreme bien connu de la theorie des anneaux et corps
ordonnes (voir FUCHS [5]), un anneau t otalcment ordonne tel que I'ordre
du groupe additif est archimedien (a part le cas d'un anneau de earre nul)
est isomorphe avec son ordre a un sous-anneau uniquement determine
du corps des nombres ree ls, muni de l'ordre usuel.
Dans une theorie des espaces vectoriels ordonnes sur un corps totale-
ment ordonne ¥= R , il faudra dono considerer des corps ordonnes non-
archimediens, c'est a dire des corps dont I'ordre du groupe additif est
non-arehimedien.
Cela a une consequence desagreable : un tel corps n' est pas complet
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(Dedekind-complet) par rapport a l'ordre, c'est a dire ce n'est plus vrai
que toute partie majoree (resp. minoree) et non vide a une borne superieure
(resp. inferieure). En effet, on a Ie theorems que tout sons-groupe d'un
groupe partiellement ordonne a-complet est archimedien et meme inte-
gralement ferrne en ce sens que na < b pour n = 1, 2, ... et b fixe =- a <;, O.
On peut s'y a.ttendre que la circonstance que cette propriete, qui est
d'un frequent usage en analyse reelle, est en defaut, presenters des diffi-
cultes pour Ia construction d'une theorie. D'autre part, une analyse,
fondee sur les corps ordonnes n.a., peut etre interessante puisqu'elle
fournit l'occasion de voir quelles proprietes sont independantes de la
validite du theoreme sur l'existence d'une borne superieure ou inferieure.
Je traiterai un exemple d'un corps or donne dans lequel se montre la
relation avec les corps munis d'une valuation non-archirnedienne, vu qu'il
existe nne litterature etendue concernant les espaces vectoriels sur ces
derniers corps.
Exem pI e. Soit K un corps muni d'unc valuation discrete non-triviale ;
supposons K complet. Je considere Ie cas ou K et Ie corps residuel de K
ont la meme caracteristique, qui est alors zero. En partioulier je suppose
que le corps residue! est isomorphe au corps R des nombres reels. D'apres
un theoreme connu (SERRE [13]), I'anneau des entiers de K est alors
isornorphe a R [[n]] et tout a E K s'eorit d'une facon unique comme serie
convergente
(1)
+00
(I = .L iu n', (Ii E R,
i?> -00
la serie ne comportant qu'un nombre fini de terrnes a exposants negatifs,
Si an est le premier coefficient i= 0, nous definissons la valuation 11·11 par
Iiall =2-n .
Definissons un ordre sur K de la facon suivante,
Si a = annn+ ..., on pose a> 0 si et seulemeni si an> O.
On a les proprietes suivantes:
(i) La valuation est non-arohimedienne, c'est ~\, dire
Iia +bll <;, max (ilall, Ilbll)·
(ii) K est un corps totalement ordonne, En posant lal = max (a, -a),
on a
lal <;, Ibl =:> Iiall <;, Ilbll·
(iii) K n'est pas a-complet (par rapport a I'ordre),
(iv) K n'est pas localement compact.
(v) Tout ensemble qui est borne dans la norme, est borne par rapport
a l'ordre, c'est a dire: soit V C K et supposons Iiall <;, M pour tout
aEV, alors iJ existe bEK, b;;,O, tel que lal<;,b ponr tout aEV.
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Remarques. 1. Si Kala oaracteristique eFO, K n'admet que la
valuation triviale.
Un ordre comme ci-dessus ne peut pas etre introduit sur un corps
dont le corps residuel a la oaraoteristique p eF 0.
2. Dans ce qui precede j'ai suppose que le corps residuel est isomorphe
a R. Cela n'est pas essentiel en tant qu'on peut prendre tout corps totale-
ment ordonne (archimedien ou non-archimedien). Je pense par exemple
a une "non-standard" extension *R de R [12]. Cependant, une telle
generalisation donne des complications pour l'introduction des elements
ideaux - 00 et +00 que nous ferons dans ce qui suit.
1.2. Dans une serie d'articles [7] I) sur les algebres de fonctions Luxem-
burg et Zaanen oonsiderent la droite numerique achevee, obtenue par
adjonction a R deux elements - 00 et + 00 verifiant les regles de calcul
usuelles et en outre quelques autres, a savoir:
(± oo)+(=f oo)=(± oo)-(± (0)=0,
0· (± (0) = 0.
En definissant + 00:> a et - 00 <; a pour tout a E R, on obtient ainsi un
systeme R dans lequel tout ensemble admet une borne inferieure et une
borne superieure. Cependant l'addition n'est pas associative dans R.
On peut generaliser cette idee au corps K que nous avons considere
ci-dessus.
Au lieu de K, nous considerons le systeme aoheve X, dont les elements
sont encore les series (1) mais ou maintenant aj E R et en definissant la
valuation et l'ordre tout comme ci-dessus. On a done par exemple
lloonnil = 2-n ; lloonn - oonn+111 = 2-n •
On voit que Ie systeme X est o-complet (par rapport a l'ordre). La loi
associative pour l'addition dans X n'est plus vraie sans restrictions.
Cependant, elle est vraie pour des elements dont tous les coefficients sont
differents de - 00 et + 00, et au cas ou tous les coefficients sont :> 0.
Meme la multiplication dans X ne verifie pas la loi associative:
((1- n)(l + n))(l + oozr]eF (1- n)((l + n)(l + oon)).
La construction d'une theorie des "espaces vectoriels" ordonnes sur
un systeme X, bien que o-complet, ne pourra se faire qu'avec une grande
prudence.
1.3. Considerons Ie systeme X. Nous allons preciser l'ordre sur X de
la facon suivante.
Soit PI le cone des elements positifs de X, c'est a dire l'ensemble des
1) J'ai mentionno dans la bibliographie la premiere de cette serie de 13 articles;
on trouve les autres dans les memes Proceedings.
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elements a E X dont Ie premier coefficien t i=°dans le developpement de
a suivant les puissances de nest >°:
a =annn+ ... , an>O.
On a
P I + PI C PI,
P I PI C PI,
PI n ( - P I) = 0.
D 'une fa con analogue , soit P2 l 'ensemble des a E X qu i possedent un
de veloppement
a=ann1t +an+lnn+l +. .. (n E Z)
t el que an> 0, an+! > 0.
On a
P2 C PI,
P 2 +P2 C P 2,
P2P2 C P 2,
P2 n (- P2 ) = 0.
Nous dirons que les elements de PI sont positijs du premier ordre et que
les elements de P 2 sont positijs du second ordre. II est clair qu'on obtient
ainsi sur X une hierarohie d 'ordres. L'intersection des cones est le cone
P w contenant les elements
a =a1tn1t +... (n E Z)
te ls que anH>O, i=O, 1, 2, . .. .
Chaque element de P w sera appele [ortemeni positi j.
1.4. On peut definir les espaces vectoriels ordonnes SUI un corps K
(ou sur un systeme X ) de la fa eon usuelle. On impose a tout ordre (partiel)
sur un tel espace E la cond ition
x;;. y, x, y E E ~ x+z ;;.y + z pour to ut Z E E.
Quant a Ia seconde condition usuelIe, a savoir x ;;. y => ax;;.ay pour to ut
a ;;.0, remarquons qu'iI fau t Ia preciser dans notre situa t ion . On peut
poser Ia condition x;;. y ~ ax ;;.ay pour t out a E PI, mais, en parcourant
I'hierarchie des ordres, on pourrait imposer Ia condit ion Ia plus faible
en remplacant a E PI par la condition a E Pw ' II dependra des possibilites
de Ia construction d'une theorie quelle condition sera In meilleure. II sera
possible de considerer sur E une hierarchic d'ordres .
Exemple. Soit X un espace localc ment compact de dimension 0.
Soit O(X) l'espace Iineaire des fonctions continues a support compact
X -»- K, muni de la norme usuelle. C'est bien un espace lineaire. Cependant,
si l'on considere des fonctions X -»- i l, il y a evidomment des difficultes
avec I'associati vite.
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Definition. Soit f E O(X). On pose
f>10 si f(X)EP1 pour tout XEX;
f>20 si f(x) E P2 pour tout x E X;
et enfin
On definit ainsi une hierarchie d'ordres sur O(X). Je ne veux pas faire
une etude de ces espaces ordonnes. Je veux seulement poser ici le probleme
suivant:
Est-ce que O(X), muni d'un quelconque de ces ordres, est un espace de
Riesz?
II est probable que la reponse est affirmative en considerant des fonctions
it valeurs dans K.
1.5. On peut definir sur l'espace O(X) des mesures fJ, it valeurs dans
K resp. K; ce sont des formes lineaires satisfaisant certaines conditions
de continuite (voir [11]): u : O(X) --7 K(K).
D'une facon evidente on pent maintenant introduire nne hierarchie
de notions de "mesure positive".
On definit.:
fJ,>10 si fJ,(f»10 pour tout f>10,
fJ,>20 si fJ,(f»20 pour tout f>20,
et enfin
Dans le dernier cas nous dirons que la mesure fJ, est fortement positive.
La mesure de Dirac t5x (x EX), definie par
t5x(f ) = f(x).
est fortement positive.
Alors le probleme suivant se pose:
Est-ce que chaque mesure fJ, peut s'ecrire comme la difference de deux
mesures (fortement) positives?
Une decomposition successive d'une me sure dans la famille des domaines
positifs conduit it la conjecture suivante.
Conjecture. Soii fJ, une rnesure sur X. Alors fJ, pent s'ecrire dans la
forme
co
fJ,= LCifJ,i,
i~l
ou ci= ± 1 et 011, toutes les mesures fJ,i soni fortement positives; la eerie
converge au sens de la topologie vague.
II y a lieu de supposer qu'il faut utiliser la theorie des limites projectives.
Remarques. 1. II est clair qu'il faut eomparer ce probleme it la
13 Indagationes
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theorie des formes Iineaires posi tives sur les espaces de Riesz reels. Pour
autant que je sais, on utilise Ie t heorems que tout ensemble majore
(minore ) dans R a un e borne superieure (inferi eure) pour demontrer
l 'existen ce de form es lineaires pos itives dans Ie cas d 'espaces de Ri esz
reels. On se dernande si cela est essentiel. C'est pour cela que j'ai entroduit
dans ce qui precede le systeme R (malgre les diffieultes algebriqnes) .
Quant it cela il faut encore men ti onner la litterature sur l'equivalence du
theoreme de H ahn-Banach et I'existence de bornes supe rieures dans les
espaces vectoriels ord onnes sur R ([2], [3], [I4]). Est-ce qu 'il existe nn e
telle equivalen ce pour des espaces sur un corps -=1= R ?
2. Dans ce qui precede nous avons illustre les problemes a I'aide d 'un
corps K particulier. On pourrait, plus generalement , formuler les problemas
pour des corps verifiant des condit ions ap propriees. Je pense par exemple
it l'analyse "non-standard " .
3. Quant it I'analyse "non-standa rd" je fais la remarque suivante.
Etant donne un espace vectorie l E sur R , ROBINSON [12] a etudie les
"non-standard" extensions *E de E, et alors *E est un espace vectoriel
sur une "non-standard " extension *R de R. Pour autant que je sais,
on n'a pas etudie les espaces lineaires sur *R, cela veut dire sans se donner
d'avance un espace E sur R. On se demande si eela conduirait it des resul-
tats, differents de ceux qu'on obtient selon la methode de Robinson.
F ormule plus exacte ment: est-ce que to ut espaoe Iineaire E sur *R peut
s'o btenir comme un e " non-standard" extension d'un espace Iineaire E 1
sur R ? V ne recherche sur les st ructures d 'ordre dan s les espaces vec to riels
sur *R ent re dans le cadre de nos remarques preeedentes. On pourrait
meme cons ideror l' iterat ion du passage de E l\ *E, cela veut dire I'espace
**E , et etudier la structure de cet espace.
§ 2. P seudo-ordres
Dans ce qui precede nous avons esquisse un e methode pour construire
un e t heorie des espaces vec to riels ordonnes sur un corps -=1= R, fondee
sur la notion classique d'ordre. De plus, nous avons pris pour point de
depart les corps, munis d 'u ne valu ation non-archimedienne, tandis que
cette methode est impossible po ur les corps it valuation dense.
On peut suivre une autre voie en partant d'nne notion d'ordre modifiee,
Dans un article precedent [10] j'ai indique une telle methode auquel je
renvoie le lecteur. Je veux form uler ici quelques nouveaux problemes sur
la notion de pseudo-ord re que j'y ai introduite. Je reprends quelques
definitions.
2.1. Pour la not ion de pseudo-ordre iI faut d'abord introduire la notion
d'ensemble convexe dans les espaces vectoricls sur un corps value n.a.;
cela peut se fair e sans la notion d 'ordre. Soit K un corps, muni d'une
valuat ion non-archimedienn e non-t r iviale. Soit E un espace vectoriel
sur K .
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Definition . Un ensemble s e E est appele convexe si x, Y, Z E 8
eniraine J.x + flY + vZ E S pour tout J., fl, v E K , 11.1 < 1, Ifll< 1, Ivi< 1, tels que
J,+ fl + v= L
Les ense mbles convexes possedent les proprietes usuelles (voir [8]). A
l'aide de cette notion de eonvexite on peut construire dans ces espaces
une theorie sur la separation des ensembles con vexes par des hyperplans,
en analogie avec la t heorie des espaces vectoricls reels [9]. Cela conduit
a la notion de "cotes d 'un hyperplan " . Ces cotes sont analogues aux
deux cotes {x E E lj( x) > O} et {x E E If(x) < O} de l'hyperplan defini par
j( x) = 0 dans un espace vectoriel reel E , mai s il faut re ma rquer qu e dans
notre cas on defini t les cotes sa ns usage d 'un ordre, P ar contre, nous
allons utiliser ces cotes, qui sont en nombre infini dan s notre cas, pour
definir la notion de pseudo-ordre.
Pour cela, on applique cette theorie sur K ' oonsidere comme espace
vectoriel sur lui-memo. On est alors cond uit a la notion de "cotes de 0"
dans le corps value K . II existe une infinite de cotes de 0 et on demontre
qu e l'ensemble des cotes est un gro upe a be lien pour une definition con-
venable de la multiplicati on de deux cotes. Au moy en de ce groupe on
definit un pseudo-ordre sur K . On peut p resenter cette theori e dans une
forme axiomatique ce qui permet de se deliberer de la notion de corps
value. J 'ai donne la t heo rie du pseudo-ordre dan s un article precedente
[10]; je reprends les defini ti ons dans une forme un peu modifiee ,
2.2. Soit K un corps topologique separe,
A x io me 1. Il existe dans K un voisinage w de 0 qui est un sous-
anneau de K tel que 1 E t» et tel que 2( = 1+ 1) est un elb nent inversible de w.
Definiti on. 'I'out ensemble V C K tel que x , Y E V eniraine AX+flY E V
pour tout }. , fl E (j) et tout ensemble qui s'obtient d'un tel ensemble au moyen
d'une translation est app ele convexe.
A xiome 2. Il existe dans K une base de voisinages convexes de O.
Ax i o m e 3. Il existe une partition de K* en une in finite d'ensembles
disjoints 8 C K* veri fiant les proprietes suivantes 1):
(i) Les ensembles 8 de la partition [ormeni un qrouq)« abe-lien infini G
par rapport It la composition (multiplication)
8182 = {xYlx E 81, Y E 8z}.
(ii) 8 E G eniraine 1.8 E G pour tout J. E K* .
(iii) Pour tout voisinage U de 0 dans K il existe S E G tel que S C U.
(iv) Les ensembles S E G sont convexes et ouverts et [ermes dans K.
1) Dans m on article preced en t [10J, j 'a i in troduit les ensem bles Spar se donner
une relat ion d'eq uivalence sur K *. M. M. Akkar u. Bo rdeaux, qui It etudie Ie pseudo-
ordro, a remarque que l' introduct ion d'une t elle re lation est superflue et qu'il sufit
de considerer une pa rtition , veriflant certai nes proprietes.
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(v) Pour tout nombre fini tl'ensembles 81, ... ,811, S, E G, il existe 8 E G
tel que
8£+ 8 = 8 (i = I , . .. , n ), 8rl= 8 (i = 1, . . ., n) ,
8t +8 ={x + vl:l:E 8i, V E 8;}.
Les ensembles 8 s'appe llent les cotes de 0 dans K.
On definit a ;;. s O si a =O ou a E 8 et a;;'sb si et seuleme nt si a - b> s O.
La relation ;;.s s'appelle Ie pseudo-ordre deterrnine p ar le groupe G.
Anterieurement j'ai recherche les proprietes d'un pse udo-ordre ; je ne
les repete pas ici (voir [10]). Je remarque seulement que la propriete
transitive de l'ordre usuel est en defau t ; elle est remplacee pal' une pro-
priete qui est une consequence de la convexite des ensemb les 8 E G.
On peut definir un pseud o-ordre sur cha que corps muni cl'une va luat ion
non-archimedienne non-triviale pourvu que 121= I .
Dans l' article mentionne j'ai indique une methode P OUl ' definir un
pseudo-ordre sur des espaces vectoriels sur un corps m un i d 'un pseudo-
ordre; j'y ai traite Ie proble rne des formes lineaires positives. J e ne veux
pas aborder de nouveau cos problemes,
J'indique ici quelques autres problemes en ce qui concerne les pseudo-
ordres sur un corps .
(I) On demande 1\ caracteriser les corps qu'on pe ut munir d 'un pseudo-
ordre.
(2) Soit K un COl'PS muni d 'un pseudo-ordre. Alors, est-co que Ie
pseudo-ordre est uni quement determine ?
(3) Si la reponse a la qu estion de (2) est negati ve, reohercher la
structure de l'ensemblo des pseudo-ordres.
(4) Existe-t-il des pseudo-ordres qui ne sont pas engendres par une
valuation?
(5) II est naturel de oomparer la theorie des pseudo-ordres avec la
theorie d'Artin-Schreier des corps ordonnes, D'apres cette theorie, pour
qu'il existe sur un corps une structure d'ordre qui en fasse un corps
ordonne, il faut et i1 suffit que -I n'est pas uno somme de carres, On
se demande s'il est possible de caracteriser d'une facon ana logue les corps
qu 'on peut munir d'un pseudo-o rdre.
(6) On voit de l'exemple du paragraphe I qu 'il existe des corps qu 'on
peut munir d'un pse udo -ordre (engendre par la valua t ion) tandis qu'il
existe sur ce corps aussi un ordre qui en fasse un corps ordonne. Cela
donne lieu a la question s'i l existe, eventuellement, des relations entre
les notions d 'ordre et de pseudo-ordre. En particuiier, existe -t -il un (ou
plusieurs) pseudo-ordre(s) sur Ie corps des nombres reels ?
Ces problemes sont d 'u n caractere algebrique. On pout au ssi poser des
problemes d'un caractere topologique. Etant donne un corps ordonne,
on sait qu'on peut definir sur ce corps une topologie a l'aide de l'ordre.
Par analogie, on pose la probleme suivant.
(7) Etant donne Ull corps K muni d'un pseudo-ordre, pout-on definir
189
sur ]( une st ructure topologi que au moyen du pse udo-ordre qui en fasse
un corps topologique 1
§ 3. Pr eprimes et primes
H ARRISON a introduit les notions "preprime" et " prime" dans la theorie
des anneaux [6], qui ressemblent la notion d 'ensem ble conve xe dont nous
avo ns donne la defini ti on dans ce qui precede. La defini tion de Harrison
est la suivante.
Soit A un anneau commutat if avec unite. Une partie non-vide P de
A est appele un "preprime" si -1 1= P et s i x, yE P entraine x+ y E P
et xy E P . Un preprime qui est maximal pal' rapport a la relation d'in-
elusion est appele un "prime" . Un prime P est appele infini si 1 E P et
fini si 1 1= P. Les denominations fini et infini n 'ont rien a faire avec "Ie
nombre des elements"; Harrison les a choisi par suite d'un exemple ou
il introduit un "nombre prime infini oo".
HARRISON et DUBOIS [4] ont etudie les proprietes des primes et ils
demontrent des relations ave c la theorie des corps ordonnes (comparer
la condit ion - 11=P avec la theorie d'Artin-Schreier) . Nous ne donnerons
pas un resume de cet t e theorie dans le cadre de cet arti cle, mais remarquons
seulement que la defini tion ressemble beaucoup celle des ensembles con-
vexes dans les cor ps munis d 'une valuation non-archimedienne,
Exemple. Soit ]( un corps muni d'une va luation n.a. non-triviale,
Soit V l 'anneau des en ti er s de K , c'est a dire V = {a E ](I lal < I}. Soit S
une partie convexe de V conte nant °et tel que - 1 1= S. D 'apres la definition
d 'ensemble convexe , S est un preprime. Un t el ensemble est par exemple
n
{x= L).i Xil l}.il<l , i= l , . .. ,n}.
i- I
OU Xi (i = 1, ... , n) sont des element s fixe s de K , Xi # 0, Ixil < 1. On voit
que - 1 et + 1 n 'appartiennent pas a cet ensemble. R emarquons que tout
en semble convexe S contenant °est symetrique, de sorte que 1 E S entraine
-1 E S .
On se demande alors si , d'une part, les methodes et les resultats de
Harrison et Dubois puissent fournir de nouveaux resultats dans la theorie
des ensembles convexes dans les corps values n. a. resp . les espaces normes
n .a.
D 'autre part on se demande si la theorie des ense m bles con vexes pour-
mit etre utile dans la t heorie des primes .
Enfin, vu les relati on s entre primes et ordres, la question se pose si
tout cela pourrait et re utile dans une theori e des pseudo-ordres,
11' athematisch I nsti tuut
B udapestlaan 1 de Uithoj, Utrecht
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